Tema 2 - Estàtica de fluids 


7 de novembre de 2018 


Son problemes que es donen en fluids sense moviment. La finalitat d’aquest capítol és conèixer la distribució de la pressió 
en un fluid estàtic i els seus efectes en superfícies solides. Exemple: Analitzar sa flotabilitat de sistemes submergits, analitzar la 
distribució de la pressió en un mur de contenció d’una pressa perquè no és rompi. 



Altres casos, flotabilitat. 

Estàtica de fluids vol dir que el fluid esta en repòs (No existeix cap variació a la velocitat). 

Repòs vol dir que no hi ha variació local ni acceleració convectiva. 

^ = 0 (Terme local) 

^ = 0 W =0 ^ =0 (Terme convectiu) 

Qualsevol derivada és zero. Per qualsevol t (temps) i per qualsevol x,y,z (posició). 

Per tant el fluid sa troba en repòs, però el fluid pot tenir velocitat però constant. El vector velocitat no canvia. 
Si parlam de fluids, parlam d’esforços. 

T _ Força 

Superfície 

L’únic esforç que esta sotmès un fluid quan esta en repòs pot ésser per el camp gravitatori. 


|T(A compressió) 

-I— V=0 



El fluid en repòs, s’únic esforç que pot pareixeré és el de compressió. 
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1 Principi de Pascal 


Pascal diu que sa pressió exercida a qualsevol punt d’un fluid incompressible (densitat constant) i més en equilibri dins un 
recipients tancat de parets rígides es transmet per igual a totes les direccions i en tots els punts de fluid. 



• Exemple: elevadors hidràulics,..etc. 



Com és possible que aplicant una força petita en el punt 1 podem obtenir molt més força (N) en el punt 2? 

D’on surten els Newtons que s’ha afegeixen? 

Perquè s’ha de conserva l’energia (treball) 

W! = W 2 
Fi • d\ = F 2 • d 2 

Que perquè en poca força puguem donar molta força és perquè d\ haurà d’ésser molt gros que d 2 . 

— Exemple: Si volem que F 2 = 2000TV i sabem que podem exercí una força F\ = 2007V i d 2 a d’ésser de 2 metres. 

F\ • di = F 2 • d 2 

200 • di = 2000 • 2 
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d\ = 20 m 


Analogia: nosaltres som capaços de moure un cotxe, a pes, sense arrossegar? 

Resposta; Si, desmuntant el cotxe, el treball total es el mateix però haurem de desplaçar-nos més vegades. 


Força • Desplaçament 

'- -- v---' 

= 


Fet amb un cop 


Fet amb n viatges desmuntant el cotxe 

F\]-dl 


Fi-d rr 


2 Equació general d’estàtica de fluids. 

Deducció de l’equació general de estàtica de fluids, per fer això en tot moment considerarem una partícula de fluid representada 
com un cub i analitzarem el que l’hi succeeix. Aquesta partícula de fluid esta sotmesa a un camp de pressió (és el valor que 
pren la pressió a cada coordenada espacial i en funció del temps). 

P -P(t,x,y,z) 

Suposam que nosaltres coneixem sa pressió en qualsevol punt de l’espai i per qualsevol temps. Esta clar que si estem en 
estàtica de fluids, el temps (t) no intervé per res però el deixam com a formalisme. 

Si representam la partícula de fluid que vam definir en el tema 1 (hipòtesi del continu) i esta envoltada de més partícules de 
fluid a ses quals sa coneix sa pressió per qualsevol instant de temps i qualsevol ubicació a l’espai. 



Si la pressió en el punt 1 és més elevada que en el punt 2, que farà aquesta partícula? 

La partícula de fluid es desplaçarà cap a l’esquerra. 

Per què? 

Perquè força és igual a pressió per superfície [F = P • A] 

Com que la superfície en el punt 1 es la mateixa que en el punt 2, sa força en el punt 1 serà major en el punt 2 i així sa mou 
cap a l’esquerra. 

Seguidament veim representat la partícula de fluid amb les pressions. 
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En el punt 1 tenim una pressió P i com que ens movem amb l’eix x, en el punt 2 tindrem P més un altre valor, aquest altre 
valor pot ésser positiu ò negatiu però matemàticament deim que en el punt 2 hi ha una pressió dPx major de que hi havia en el 
punt 1. 

Quina és la força que esta actuant en el punt 1 com a conseqüència de la pressió? 

• Punt 1: Serà —» P • dy • dx => F = P • A 
On dA = dy • dx seria un diferencial d’àrea. 

I quina és la força que esta actuant en el punt 2? 

Recordam que la pressió sempre va encontra de la superfície. 

• Punt 2: Serà —> (P + dPx ) ■ dy - dx [dA = dy • dx] 

On dPx és el valor que no sabem. 


El nostre punt de partida es que coneixem la pressió a qualsevol punt. Si coneixem la pressió, no és complicat trobar el diferencial 
de pressió [dPx\, resulta que ho podríem expressar d’una altre manera: 


dPx = ^ • dx < 


Com varia sa pressió 
en direcció x multiplicant 
per el diferencial de x. 


Això ho treim del desenvolupament de series de Taylor 


/ 0) = / 0) + ^ • (x - a) 1 + .{x-a) 


2 + f 




(x - ay + .. 


, f n (a) 

' 77 ,! 


■(x-a) n =E 

_ 77 = 0 


/ (n) (q) 


/ \ 7 

(x — a) 


Després del desenvolupament de Taylor, a partir d’aquí ens plantejam quin és el balanç de forces, es a dir: 
Sa diferencia de forces que sofreix aquesta partícula serà: 


dFx = P • dy • dz — (P + dPx ) • dy • dz [dPx = ^ • dx] 


Que és el mateix que: 
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dFx = P • dy • dz — [P + ^ • (ix) - dy - dz 
dFx = P - dy - dz — (P - dy - dz + ^ - dx - dy - dz) 

Així sabrem cap a on es mou. 

dFx = - dx - dy - dz 

Es a dir, la força resultant que rep aquesta partícula és derivar sa funció P respecta de x perquè domes estem mirant en 
direcció de l’eix x multiplicat per un diferencial volumètric (dx,dy,dz). 

Si feim el mateix amb la direcció y i z : 

• Direcció y\ 


dPy = in ;' dy 


dFy = P • dx • dz — (P + dPy) • dx • dz 

dFy = P • dx • dz — (^P + • dy'j - dx - dz 

dFy = P ■ dx • dz — ^P ■ dx - dz + ^ • dy • dx - dz'j 


dFy = — • dy • dx • dz 


dFy = ' dx - dy ' dz 


• Direcció z: 


dFz = P • dx - dy — (P + dPz) • dx • dy [dPz = ^ . dz\ 

dFz = P - dx - dy — (P + ^ • dz) - dx • dy 
dFz = P - dx - dy — (P ■ dx - dy P ^ - dz - dx - dy) 
dFz = — ^ - dz - dx - dy - dx - dy - dz 


Com per tot és simètric, trobam exactament el mateix nomes hem de canviar en lloc de derivar x per derivar y i z. Amb un 
sistema de coordenades cartesianes unificam els 3: 


dFx = — • dx • dy • dz 

dFy = -§| • dx-dy-dz 

dP 


1 df'rn*- Çt ■ §f +7 ■ % ■ § 7 ) • dx ■ dy ■ dz 


dFz = -% -dx-dy-dz 

I ara definim un diferencial de volum [dx • dy • dz = dv\ (diferencial de volum) el passam a l’altre banda dividint i queda que 
és la força resultant com a conseqüència de la pressió per unitat de volum, es a dir;(/) petita definida com sa resultant de la 
força de la pressió per unitat de volum. 


+t-f) -dx-dy-dz 
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= diï = diï = _ ' dP ' dP . dp\ 

J dx-dy-dz dv Ç dx ' J dy ' dz J 

Ara que coneixem sa definició del operador Nabla. 

(Operador Nabla)^ = + 

Ara si ens fitxam amb l’expressió anterior: 

~f = à? = í!Í = _('7 > .^ + t·^ + í ■ dM 

J dx-dy-dz dv Ç dx ' J dy ' dz J 

Si treim factor comú P: 

— d~f _ df _ (~^ d \ 9 \ 1? d \ . P 

J dx-dy-dz dv Ç dx ' J dy ' dz J 

Aleshores podem dir que: 

o 


7 pres = -(7·£: + 7 -é + lï -èï-P- 


dy ' dz 


7 pres — 7 ' ■ 


Si ara feim un anàlisi dimensional anam a veure les unitats que te 7 
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Força _ Newtons _ N 

Volum metres cúbics m 3 


Hi sabem que la força és: 


Força => F = m • a = kg • ^ ^ 


Aleshores: 



Força _ Newtons _ N _ Massa-Acceleració 

Volum metres cúbics m 3 rn 3 


kg-m 


ò-kg-f. 


Si reordenam les unitats: 





kg ' m 
m 3 s 2 


Si ara ens fitxam, veim que les unitat resultants son unitats de variables que coneixem. 



™ = Densitat • Acceleració 

rri ' 3 s z 



_ kg_ _ m 

rri 3 s 2 


= M • [#] 


Això senzillament esper nota que la / que ens hem inventat que és força partit entre volum seria equivalent a sa funció de 
Newton per un solid, però quan passam a un fluid no te sentit parlar de la seva massa si no que hem de parlar de la seva densitat 
per que és un medi continu. 


Sòlids 


Fluids 

ii 


-4 

li 

4 
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Això nomes és una analogia de força és igual a massa per acceleració, simplement analitzant les unitats. 

El signe negatiu que surt a "7* és nomes pel criteri de signes que hem elegit. 

• Exemple: 

Imaginam que en el punt x tenim una pressió de 2 pascals i en el punt x més alguna cosa (dx) tenim els 2 pascals de abans 
més 0.01 pascals (Inventat). El gradient de la pressió és positiu ò negatiu? 


Px Px+1 


¥ 

i 

i 

i 

i 

| 


¥ 

i 

i 

i 

i 

i 



1 x r 


Px = 2 [Pa] 


1 * 


Px + dx = 2 [Pa] + 0.01 [Pa] 


Si anam cap a la dreta, es a dir; sa derivada de P respecta a x és positiva ò negativa? 



Si sa derivada és positiva, es gradient és positiu perquè s’operador gradient no és més que derivar amb les tres coordenades, 
si només tenim una coordenada (en aquest cas), dons el gradient és igual a la derivada de x. 

Això vol dir que sa força en el punt 2 serà major que en el punt 1. 

F x + dx > F x 

L’àrea és la mateixa i la pressió és més elevada. Per tant sa força que experimenta es cap a l’esquerra perquè tenim un 
menys [—] a davant. Aquest menys vol dir que va en contra del gradient. 



F 



i x * 


1 > 

Gradient [+] =>Força [—] 
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Si tenim un gradient positiu sa força és negativa. Si pressió augmenta, sa força va en sentit contrari. 

Els fluids tendeixen a anar cap a pressions baixes, per què? 

Perquè pressions altes son forces que actuen i desplacen. 

Finalment direm que qualsevol partícula a l’espai anirà a cercar pressions baixes. Una vegada definit com es mourà aquesta 
partícula com a conseqüència de la pressió que l’hi fa una força. 

Aquest exemple ha estat en la forma d’un cub. Quan nosaltres tenim partícules de fluid, aquest fluid l’hem de discretitzar 
de tal manera que doni l’hipòtesi del continu, es a dir, el volum (dv) compleixi l’hipòtesi del continu i sa forma que l’hi 
donam és arbitrària perquè sa suma d’infinits diferencial de un volum ocupin tot el fluid (forma de cub). 


3 Força gravitatòria: 


Com que existeix un diferencial de massa (dm), aquesta massa sotmesa a una força (f g ) de gravetat, això és el que s’anomena 
com a força màssica. 


dm = p • dv 


Px 4 

i 

Px+dx 

f 

g 


f g = Força gravitatòria 


Aquesta partícula esta sotmesa a una força gravitatòria que serà (g) per el diferencial de massa (dm). 


dPgrav — (dm) • =Diferencial de força gravitatòria. 


Però també sabem que: 


dm = p • dv < 


dv = Diferencial de volum = dx • dy • dz 
p = Densitat 

dm = p • dx • dy • dz 


Aleshores: 


df grav = ( dm ) • = (p ■ dx ■ dy ■ dz) 


Si ara passam el diferencial de volum dividint. 


dt 




dx-dy-dz 


— d^ grav — e 
J grav — dx dv dz ~ V U 
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I que ha sortit? p • 

Si abans era unitat de densitat per acceleració, si ara esta sotmès a un camp gravitatori sortirà el terme de gravetat Ç~$) 
Finalment direm que sa força resultant com a conseqüència de forces de pressió més ses forces de gravitació (suma de forces 
externes que actuen) és la força resultant. 


res — 


rt-t +t 

/ v J — J pres ' J 


ext 


grav 


Aleshores: 


p • ^ • P + p • 

D’aquí podem treure l’equació general d’estàtica de fluids. 

Sabem que la condició d’estàtica de fluids es que les derivades de temps i de posició son iguals a zero. 

Terme local => ^ ^ = 0 

Terme convectiu => (u • ^ + v • ^ + w • = 0 

Per tant ~çj[ (Total) = 0 


Per tant: 

p -~ct = • P + p • 

p • 0 = — ^ • P + p ■ 

0 = —^ • P + p • ~t 


Quan tenim un fluid amb estàtica sa compensa sa força de pressió amb la força de gravetat. 


. p = p . Equació general de l’estàtica de fluids 


De moment domes hem posat aquest dos termes (gravetat i pressió) però hi podria haver-hi més. 

• Exemple: 

Tenim un dipòsit amb aigua i nosaltres ens disposam a conèixer quina pressió hi ha en el punt 1 (PQ si nosaltres coneixem 
el punt 0 (Pq). 
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Condició: Que s’ha de complir? 


Que el fluid estigui amb equilibri (condició d’estàtica). 

Sabem que: 

7 res = -7 -P + p-~Í 

Però com que esta en equilibri: 

0 = — ^ • P + p • 

^■p = p-t 

Comença a substituir per l’operador Nabla: 

(^■à + 7·i ii + t·£)p = p·(7)t 

El vector y l’hem definit cap avall, si hagués estat a l’inrevés hauria estat —~j . 



Que és el que s’ha de complir? 

Que el terme de l’esquerra sigui igual al terme de la dreta. Per tant descartam les derivades dels eixos que no surten en el 
terme de la dreta (no ens donen informació i les descartam, a la dreta domes tenim el vector ~j ). 


9P- 0 

dx ~ u 


k'W = 0 


Després d’haver descartat queda: 


j •-§£= j -p-g 

Sa component ~j del vector de l’esquerra a d’ésser igual a sa component ~j del vector de la dreta. Les components ~i i 
no m’afecten. 

P ( t , x , y , 2 ) 

0 0 0 
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Sa pressió nomes depèn de y. 


-ï 


dP 


- 


J ' ^ = 3 ' P' 9 


Podem cancel·lar el vector ~j amb el vector ~j 


% = P'9 


L’expressió una vegada que retiram els vectors sa pot convertir amb una derivada simple per poder integrar. 

Sempre que arribam amb una derivada parcial i no apareixen altres coordenades ho podrem convertir amb aquesta altre 
expressió. 


dP = p- g • dy 

Ja podem integrar: 

P: dp =f:>·°· d y 

Es una integral immediata i aplicam Barrow. 

fa 1 ' =» Ma 

IfÍ dP^P,- P 0 

Aleshores: 

P 1 -P 0 = Jl 1 p·g·dy 

p i g son constants aleshores surten fora de l’integral. 

P 1 -P 0 = p·g·J^dy 

I ara l’integral que queda és també immediata. 

fy y : dy^ yi - y 0 
Pi ~ Po = P ■ 9 ■ (yi ~ 2/o) 
on ( 2/1 ~yo)=h 

Per tant i substituint: 
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Pi—Po = p-g·h 


Ara passam el terme Po a la dreta. 

Pi =P 0 +p·g·h 

On Po =Pressió en el punt que coneixem, p =densitat del fluid, g =gravetat i h =la diferencia de alçada entre un punt i 
l’altre. 

Per una qüestió de càlcul Poel podem agafar com a referencia just damunt el nivell de l’aigua que és el mateix que dir que 
Po =pressió atmosfèrica. 


4 Forces sobre superfícies horitzontals 


• Exemple 1 

Suposam que nosaltres estem dintre d’un compartiment on a dalt hi ha un fluid i abaix on estem nosaltres, la part de dalt 
i la part de baix estan separats per una superfície. 

Quina força hem de fer per què puguem mantenir la superfície a sa mateixa alçada i no ens esclafi l’aigua? 


d 

CD-I 


r atm. 

.tutmt. 

h 

'í 

fí 



Quina pressió hi ha en el punt 1? 

P\ = Ph Po = PAtm (Pressió de referència) 

Pi = Po + P • g • h Po =Pressió atmosfèrica 
Ph — PAtm p ' g ' h 

És a dir, el fluid a sa profunditat h esta entregant aquesta pressió Ph- 
Quina és la força que hem de fer nosaltres per no ésser esclafats? 

La força que hem de fer serà: Hem de contrarestar el que dalt menys el que fa de per si la pressió interior P^. 

P = Ph ’ A — Pi • A A =Àrea de la superfície 
P = (PAtm + p ’ g • h) ’ A — Pi • A 
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Podem treure factor comú l’àrea. 


F — {PAtm + P • 9 • h — Pi) • A 


• Exemple 2 

Tenim un compartiment on i estem nosaltres. 

Quina pressió hem de fer per què no mos esclafi l’aigua? 



Resulta que en aquest cas el resultat és el mateix que l’anterior. 

Anam a veure per què: 

En el final, el que hem de compensar es la força que esta fent l’aigua. 

Quina pressió hi ha en el punt 1? 

La mateixa que hi ha en el punt 2, que és la pressió atmosfèrica més p per g per h. 

P\ — PAtm + P ’ 9 ' h P\ = P‘2 
Per concloure, per no ésser esclafats sa força que hem de fer és: 

P\ — Ph — PAtm T P ’ 9 ’ h 
F = ( PAtm + p ■ g ■ h ) • A — Pi • A 

" -V-' 

Ph 

Treim factor comú 

F = (P h — Pi) • A 

Sa força que actua d’amunt una superfície horitzontal és un exercici bastant senzill, perquè si tenim una superfície que esta 
en contacte amb un fluid, tots els punts de la mateixa cota tenen la mateixa pressió. 
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5 Forces sobre superfícies verticals 

Si tenim un recipient i ens demanen: 

Quina força fa sa paret? 

Quina força fa en el punt? 



Cap, perquè la pressió atmosfèrica tant actua a l’esquerra com a la dreta. No hi ha cap força de pressió. 

A mesura que anam baixant podem imaginar que la força que fa el fluid damunt sa paret és més elevada, perquè a mesura 
que baixam sa pressió de cada vegada és més grossa. I després hem de sumar totes les contribucions per trobar sa força resultant. 




Y F =Força resultant 
Quina pressió hi ha en el punt b? 


h = b 


El punt b ha de compensar forces internes i forces externes. 

A dintre: en el punt b tindrem la pressió de referencia que és la pressió atmosfèrica mes la columna d’aigua. 

Pi = PAtm + p- g - h on h = b 
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I a fora: tot esta sotmès a pressió atmosfèrica. 


Pe — PAtm 

Si feim sa diferencia de Pi — P e (entre pressió interior i exterior): 

Pb= Pi~ Pe 

Pb — PAtm P ' 9 ‘ h PAtm 

On la pressió atmosfèrica és cancel·la. Per tant queda que la pressió en el punt b és: 

Pb = p- g-h 

Això és el que esta suportant aquest punt d’aquesta superfície. 

Si ara ho veim d’una manera tridimensional: 



Aquesta pressió en el punt b esta actuant d’amunt un diferencial d’àrea dA. Aquesta pressió (P b ) per el diferencial d’àrea 
(dA) serà igual en el diferencial de força (dF) que esta actuant en aquesta àrea petita. 


dF = P b • dA = p • g • h • dA [dA = L • dh\ 


Això és una petita contribució, el que hem de fer és sumar-les totes, fins a on? 
A partir del nivell mes alt del fluid fins a baix de tot (ò fins a H). 

Ara podem integrar: 


(Suma de totes les contribucions) P = f ( ^ dF 


Anam substituint expressions: 


dF = P b • dA 
P b = p- g - h 
dA = L • dh 


P b : Hem de sumar infinits punts 


F = / 0 H dF = / 0 H P b dA 


F = /(f P' 9 -h- dA 
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F = ff p-g-h-L-dh 


p,g,L Son constants, poden sortir de l’integral. 

F = p·g·L$* h-dh 

L’integral immediata de f h • dh = f x n • dx 



Aleshores: 


fh-dh = 

Ara aplicam Barrow per poder integrar de extrem a extrem. 


h 1+1 

1+1 


Jc 


H 

0 


h?_ 

2 


F = p-g-L- 



H 

0 


F = p-g-L- 


H 2 

2 


0^ 

2 


F = p·g·L·tÇ 

F = p·g·L·H·F 


On sabem que L • H =a l’àrea (A) 
superfície vertical que estem analitzant= 


de la superfície vertical que nosaltres estem analitzant i F =centre de gravetat de la 
= y c dg • Aleshores sa força del fluid segons els llibres ho de deixen d’aquesta manera. 


F = p ■ g 



A 


Vcdg 


Ara que ja hem trobat la força resultant que fa aquesta paret vertical. 


F = p·g·L·H·S = p. g .A· y cdg 


Això és la força que fa la paret perquè no s’òbriga. 

Si ara haguéssim d’aplicar aquesta força a un sol punt, a on l’aplicaríem? 



Estem d’acord que no és el mateix aplicar la força en el punt 1 que en el punt 2 ò en el punt 3. 
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Si la força s’aplica a un punt massa alt, la paret que aguanta la força s’obrira per baix. 



Si la força s’aplica a un punt massa baix, serà el cas contrari a l’anterior, la paret s’obrira per d’alt. 



Quina és l’alçada òptima per aplicar la força? 



Per intuïció direm que el punt més optim es trobarà entre els dos punts de baix pel motiu de la columna d’aigua. 

Si no volem que hi hagi rotació el que aplicam és el mateix que aplicàvem en sòlids rígids perquè no rotessin. Suma de 
moments igual a zero. 


£M = 0 
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Que el moment que fa l’aigua sigui el mateix moment que fa la força. Recordam l’equació general de moment d’una força. 


M = F • d 


M = Moment d’una força [N • m\ 
\ F = Força aplicada [N] 

d = Distància [m\ 


Quina distancia (d)? 

Donat un punt de rotació sa força que s’aplica perpendicularment en el punt de rotació. 



L’elecció d’on col·loquem el punt de rotació és arbitrari. 


ic 

\ 


M 1 = FZ C 

^ \ y 




1 

1 

Zc 


> 

(Moment de la força F) 

! F , 




Es un solid rigid. 

1 







T M 2 = / 0 H z- dF 

(Moment que fa l’aigua) 
> Que és sumar totes les 
contribucions, perquè és 
un medi continú. 


Aplicam equilibri de moments mecànics 

Mi = AI2 


A quina coordenada 2 : hem de posar sa força perquè no hi hagi rotació? 
z és la incògnita. 


P = p-g-h 

dF = p • g - h • dA = P • dA 
dA = L • dh 
dh = dz 
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M 2 = / 0 H zdF 

M 2 =J' 0 H z·P·dA 
M 2 = ff z ■ (p- g ■ h) -dA 
M 2 = fj 1 z • (p • g • h) • L • dh 

Aplicam un canvi de coordenades z => h: 

M 2 = f 0 H h·(p'g·h)·L'dh 

Treim fora de l’integral les constants. 

M 2 = p • g • L fj 1 h • h • dh 
M 2 = p • g • L h 2 • dh 


Si cercam l’integral immediata: 


fx n 'dx 


n+1 


m 2 


p-g-L- 


hP 

3 


0 


Aplicam Barrow: 


Jo / 0*0 • dx = [/' (*)]a = /' ( 6 ) - /' («) 


m 2 


p-g-L- 


H 3 

3 


0 ^ 

3 


El moment que fa el fluid: 


M 2 = P ■ g • L • 


El moment de la força F és: 


Mi = F z c 


On F és el valor de la força que fa el fluid (solució anterior p • g • L • H • y). 

Mi = p ■ g ■ L ■ H ■ % ■ z c 


Ara igual els moments. 


Mi — ]Vf2 


Mi = p- g- L- H'Y' z c = P'9'L'^2--z ( 


M 2 = p - g - L • 


> ^p-g·L·L^·z c = p·g·L·- 


H à 
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On z c és la distancia allà a on s’ha de aplicar la força F, si ara aïllam z c obtenim que: 


p·g·L·?Ç·z c = p·g·L·ïÇ 



Una vegada vist això, que passaria si canviam el punt de rotació a baix? 



Observam que el vector z va cap a dalt i el vector h va cap a baix, això ens complica un poc més el desenvolupament 
matemàtic. 

Per això hem de fer el següent. 


z = H — h 


H 

h 

Z 

Amb aquest canvi de coordenades passaríem del sistema h al sistema 2 


Si h = H =>* z = H — h = 0 (Punt d’origen) 

Tornam a repetir les passes anteriors: 


Mi = F z c 


Mi — ]Vl2 


M 2 = / 0 H zdF 


P = p-g-h 

dF = p • g - h • dA = P • dA 
dA — L ' dh 
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Desenvolupam 


M 2 = / 0 H zdF 

M 2 = f 0 H z-P-dA 


M 2 = ff z-ip-g-Wj-dA 


Feim un canvi de variable: z = H — h 


M 2 = J 0 H (H-h)·(p·g·h)·dA 
M 2 = ff (H - h) ■ (p ■ g ■ h) ■ L ■ dh 
M 2 = f 0 H H ■ p- g-h- L-dh + f" (-h) ■ p • g • h • L ■ dh 


Operam cada una de les integrals per separat. 



Per tant M 2 és: 


M 2 =H·p·g·L·^+(-p·g·L·*f) 
M 2 = H • p • g • L • ^- p • g • L • 


Per Mi(F = resultat anterior) és: 


Mi = F • z c = p • g • L - ïÇ • z c 


Si igualam els moments: 



zt2 tt2 tt 3 

p-g • L - - 5 -• z 0 *= H • p-g • L - - 5 -- p-g • L -- 5 - 

Si ara aïllam z c que és l’alçada que va el suport per aguantar la força. 
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6 Forces sobre superfícies inclinades. 




Quina és la força que suporta la superfície S ? 

Hem de sumar totes les forces que actuen damunt aquesta superfície, per fer això hem de fer una integral damunt aquesta 
superfície i no tenim mes remei que definir un eix de coordenades que camina per damunt la superfície, que és l’eix de coordenades 
b. 
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F = f 0 B (p·g·h)·dA 


Treim a fora de V integral les constants: 

F = p·g·J Q B h·dA 

• Recordam les relacions trigonomètriques: 



En el nostre cas hem de substituir h per una expressió que contengui b 



En aquest cas ens serveix el teorema del sinus per si volem saber h! (ò). 

sin (0) = £=*·h' = b· sin (0) 

Aleshores direm que: 


h = H 0 + tí 


h = Hq + b • sin (0) 


Anam substituint dins l’integral: 


F = p-g- h-dA 


h = Hq + b • sin (6) 
dA = L • db 


F = p ■ g ■ ff {Hq + b ■ sin (61)) • L • db 
F = p • g ■ ff H 0 ■ L ■ db + b ■ sin (6>) • L ■ db 


Si recordam les propietats de les integrals: 
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fa if ( x ) + 9 0)] ■ dx = / a 6 / (x) ■ dx + / o 6 g (x) ■ dx 


F = p • g • J Q S H 0 - L • db + p • g • f ( ^ b • sin (6) ■ L - db 


Treim a fora de les integral les constants: 


F = p • g • iT 0 • L • ff db + p • g • sin (0) • L • ff b • db 


Aplicam les integrals immediates. 


f 1 • dx = x f x n = 


n+1 


F = p ■ g ■ H 0 ■ L ■ [b]o + p ■ g • sin (0) • i • 


1 B 


J 0 


F = p • g • Fq • L • [5 — 0] + p • g • sin (0) • L ■ 


B 0 
2 2 


F = p ■ g • Fq • L • B + p • g • sin (6) • L • 


F = p - g - F[q ‘ L - F> + p - g - sin (6) • L • B • y 


Ara si ens fitxam L - B és l’àrea (A) de la superfície que analitzam i y és el centre de gravetat de la superfície vertical ( y c d g )• 


L • B = A 


b ~ y°d9 


Ens disposam a fer el canvi: 


F = p • g • H 0 • A + p • g • sin (0) • A • y cdg 


7 Principi d’Arquímedes 

Un cos submergit en un fluid experimenta una força ascensional (força de flotació vertical) igual al pes del fluid que ha desallotjat 
el volum d’aquest cos. 


| Ffiot 


I 



' J 

r 

P 




Fflot [N] — Pfluid ’ § ' ^cos 


D’on surt? 
Sabem que: 














Primer hem de saber la massa del fluid desallotjat. 


fluid [^d] — Pfluid ' Vcos 


Ara cercam que val el seu pes. 


Pfiuid [A] — Tïl fluid ’ 9 


Pfiuid [A] — pfluid ' Vcos ’ 9 


Ara ens donam compte que Pfiuid = Ffiot 


Pfluid [A] — Pfiuid ’ V cos • g Ffiot [A] — Pfiuid ' 9 ‘ V cos 


Ja per acabar, quan tenim un cos submergit sa força ascensional neta que experimenta aquest cos és igual a: 

F a sc neta = Ffiot [A] Pcos [A] 


El signe del resultat depèn del conveni de signes dels vectors escollit. 
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